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Capitolul 1

Teoreme de geometrie

demonstrate pe calculator

G eometria este una din cele mai vechi ramuri ale matematicii.
Simbioza ei cu aritmetica dateaz  înc  din antichitate. Leg -
turile strânse ³i fecunde cu algebra sunt mai noi, ³i au la origine
coordonatizarea descoperit  de Descartes.

În acest capitol va � vorba de leg turi descoperite mai recent, denumite ast zi
geometrie algebric . Vom face o introducere în geometria algebric  com-
putaµional , care se bazeaz  esenµial pe teoria bazelor Gröbner . Contextul
general va � în acela³i timp algebric ³i geometric. Din punct de vedere al-
gebric, obiectele de studiu vor � idealele inelelor de polinoame cu mai multe
variabile, iar din punct de vedere geometric, variet µile a�ne sau proiective.

1.1 Concepte de baz 

Î n aceast  secµiune reamintim câteva concepte de baz  ale algebrei poli-
noamelor cu mai multe variabile, precum ³i a noµiunilor geometrice aferente

acestora, a variet µilor algebrice.

1.1.1 Polinoame cu mai multe variabile

Polinoamele sunt expresii algebrice construite din variabile ³i numere (coe�-
cienµi) cu ajutorul operaµiilor de adunare, sc dere ³i înmulµire.

Prin urmare aceste trei operaµii se pot efectua neîngr dit ³i între polinoame.
Pentru a putea încerca împ rµirea (cu rest) a polinoamelor este convenabil ca
între coe�cienµii acestora s  dispunem ³i de împ rµire neîngr dit , în termeni
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18 CAPITOLUL 1. TEOREME DE GEOMETRIE PE CALCULATOR

tehnici mulµimea coe�cienµilor este bine s  formeze un corp de numere. Cor-
purile de numere cele mai familiare sunt:

• corpul numerelor raµionale Q

• corpul numerelor reale R

• corpul numerelor complexe C

• corpri de numere algebrice, ex. Q(
√
2)

• corpuri �nite, ex. Z2,Z3,Z5.

Aceste corpuri de numere le vom avea în vedere ³i în realizarea computaµio-
nal  a polinoamelor. Ocazional, vor mai apare ³i corpuri de fracµii raµionale,
dar ele vor avea o prezentare satisf c toare în locul respectiv.

În cele ce urmeaz  cititorul este invitat s  gândeasc  în primul rând corpul
numerelor complexe drept corp al coe�cienµilor.

De�niµie 1.1.1. Un monom în variabilele x1, x2, . . . , xn este un produs de
forma

xα = xα1
1 · xα2

2 · · · · · xαn
n ,

unde exponenµii sunt întregi nenegativi. Suma acestora |α| = α1+α2+· · ·+αn

se nume³te gradul total al monomului.

D m acum o de�niµie formal  pentru noµiunea de polinom.

De�niµie 1.1.2. Un polinom f în variabilele x1, x2, . . . , xn cu coe�cienµi în
corpul k este o combinaµie liniar  �nit  de monoame, cu coe�cienµi din k,
adic 

f =
∑
α

aαx
α, aα ∈ k,

unde α = (α1, α2, . . . , αn). Mulµimea acestor polinoame se noteaz  cu k[x] =
k[x1, x2, . . . , xn].

Urm toarea de�niµie practic �xeaz  o terminologie.

De�niµie 1.1.3. Fie f =
∑

α aαx
α un polinom în k[x].

• Num rul aα ∈ k se nume³te coe�cientul lui xα.

• Dac  aα ̸= 0, aαxα se nume³te termen al polinomului.

• Gradul polinomului, notat deg(f) este maxα{|α|; α ̸= 0}.
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De�niµie 1.1.4. Se nume³te spaµiu a�n n-dimensional peste corpul k

kn = {(a1, a2, . . . , an); ai ∈ k, i = 1, 2, . . . , n}.

Cu ajutorul unui polinom de n variabile putem de�ni o funcµie pe spaµiul a�n
n-dimensional, folosind "formula" polinomului pentru calculul valorii funcµiei.
Mai exact polinomul f =

∑
α aαx

α din k[x1, x2, . . . , xn] de�ne³te o funcµie

f : kn → k,

prin asocierea lui (a1, a2, . . . , an) cu f(a1, a2, . . . , an), valoare a polinomului ce
se obµine prin înlocuirea lui x1 cu a1, a lui x2 cu a2, etc.

Se pune imediat întrebarea, în ce m sur  polinomul ³i funcµia polinomial 
asociat  se determin  reciproc? Întrucât diferenµei polinoamelor corespunde
diferenµa funcµiilor, ³i polinomul nul (cu toµi coe�cienµii nuli) de�ne³te evident
funcµia identic nul , întrebarea de mai sus se reformuleaz  astfel: exist  oare
polinoame nenule, care s  de�neasc  funcµia polinomial  identic nul ?

R spunsul la aceast  întrebare este negativ � cum ne a³tept m de altfel �
doar în cazul corpurilor in�nite. Dac  un corp k este �nit, ³i spre exemplu are
n elemente, c1, c2, . . . , cn, atunci polinomul f(x) = (x−c1)·(x−c2)·· · ··(x−cn)
are gradul n, deci este nenul în k[x], ³i evident de�ne³te funcµia polinomial 
nul  pe k.

Are loc deci urm toarea propoziµie.

Propoziµie 1.1.5. Fie k un corp in�nit ³i f ∈ k[x1, x2, . . . , xn] un polinom.
Atunci f = 0 în k[x1, x2, . . . , xn] dac  ³i numai dac  f : kn → k, este funcµia
identic nul .

Demonstraµie. Dac  polinomul este nul, funcµia polinomial  este evident nul .
Invers, raµionamentul este o inducµie dup  num rul variabilelor n. Pentru n = 1
�e polinomul de grad m,

f = cmxm + cm−1x
m−1 + · · ·+ c1x+ c0.

Corpul k �ind in�nit, putem considera m + 1 valori, a0, a1, . . . , am, disticte
dou  câte dou . Presupunând, c  funcµia polinomial  este nul , egalit µile
f(a0) = 0, f(a1) = 0, . . . , f(am) = 0 formeaz  un sistem de ecuaµii omogen,
necunoscutele �ind cei m coe�cienµi ai polinomului. Determinantul acestui
sistem este ∣∣∣∣∣∣∣∣

am0 am−1
0 . . . a0 1

am1 am−1
1 . . . a1 1

. . . . . . . . . . . . . . .
amm am−1

m . . . am 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i<j

(ai − aj) ̸= 0,
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un determinant de tip Vandermonde, diferit de 0. Prin urmare singura soluµie
a sistemului este cel nul, deci toµi coe�cienµii polinomului, în concluzie ³i poli-
nomul, este 0.

Pasul inductiv este simplu, ³i este l sat pe seama cititorului.

1.1.2 Variet µi a�ne

Trecând la punctul de vedere geometric, trebuie s  începem cu o de�niµie
fundamental .

De�niµie 1.1.6. Fie f1, f2, . . . , fm polinoame în variabilele x1, x2, . . . , xn cu
coe�cienµi în corpul k. Se nume³te varietate a�n  de�nit  de aceste polinoame,
mulµimea zerourilor comune ale lor, adic  mulµimea notat  V (f1, f2, . . . , fm)
dat  prin

{(a1, a2, . . . , an) : fi(a1, a2, . . . , an) = 0, pentru orice i = 1, 2, . . . ,m}.

Pentru a accentua caracterul geometric al acestei noµiuni s  consider m
ni³te exemple, pentru care putem face ³i reprezent ri gra�ce. Va trebui deci
s  consider m corpul k = R al scalarilor reali.

Iat  mai întâi câteva exemple de variet µi plane.

Exemplu 1.1.7.

Figura 1.1: V (xy · (x2 + y2− 25)) ³i V (xy(x3− 20x− 15− y2))

Iat  ³i programul Singular cu care am obµinut reprezentarea gra�c  din �gura
al turat  1.1.2. În exemplele care urmeaz  se schimb  doar rândul în care se
de�ne³te idealul I generat de polinomul corespunz tor exemplului.

LIB "surf.lib";
ring R=0,(x,y),dp;
ideal I=xy*(x2+y2-25);
plot(I);
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În exemplul de mai sus, factorul xy are un dublu rol. El reprezint  pe de
o parte componente ale variet µii algebrice, dar are ³i rolul unui "truc", prin
care am inclus axele de coordonate în varietatea algebric  reprezentat .

Iat  acum câteva exemple de variet µi în spaµiu. Acestea pot � puncte,
curbe, sau suprafeµe, respectiv reuniuni ale acestora. În general zerourile unui
polinom cu trei variabile reale este o suprafaµ . Programul surf apelat din
Singular este capabil s  reprezinte gra�cul acestor suprafeµe chiar din ecuaµia
lor implicit .

Exemplu 1.1.8.

Figura 1.2: V (x2− y2 + z2) ³i V (x2y − z2), "Withney umbrella."

Exemplele care urmeaz  prezint  singularit µi izolate ale unor suprafeµe.

Exemplu 1.1.9.

Figura 1.3: V (z3− zx2 + y2) ³i V (z4− zx2 + y2)
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În �nal câteva suprafeµe de interes special. Mai întâi o suprafaµ  cuartic 
(ecuaµie de grad 4), având num rul maxim de singularit µi.

Apoi o serie de suprafeµe de interes pentru clasi�carea singularit µiilor
suprafeµelor complexe (aici varianta lor în spaµiul real). Prima este o sin-
gularitate de tip A3. Ecuaµia implicit  a unei singularit µi de tipul Ak este
Ak = V (xk+1 − y2− z2), k >= 1. Aici k = 3.

Exemplu 1.1.10. O quartic 
C = V (x4 + y4 + z4 + 1− x2− y2− z2− y2z2− z2x2− x2y2),

respectiv singularitatea de tipul
Ak = V (xk+1 − y2− z2), k >= 1.

Figura 1.4: O quartic  ³i A3 = V (x3 − y2− z2).

Exemplu 1.1.11. Iat  ³i celelalte singularit µi de tip ADE.
Dk = V (x(xk−2 + y2) + z2).
E6 = V (x4 + y3 + z2).
E7 = V (y(x3 + y2) + z2).
E8 = V (x5 + y3 + z2).

Figura 1.5: D5 = V (x(x3 + y2) + z2) ³i E6 = V (x4 + y3 + z2).
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Figura 1.6: E7 = V (y(x3 + y2) + z2) ³i E8 = V (x5 + y3 + z2).

Revenind la aspecte teoretice, s  ne aducem aminte de întreb rile pe care
le punem în leg tur  cu problema rezolv rii unui sistem de ecuaµii liniare:
Are sistemul soluµii sau nu (sunt ecuaµiile sistemului compatibile)? Dac  are,
atunci are o singur  soluµie, sau mai multe (sistemul este determinat, sau
nedeterminat)?

Pentru un sistem de ecuaµii polinomiale neliniar, � deci în leg tur  cu o
varietate algebric , � întreb rile se formuleaz  similar:

• Sunt ecuaµiile compatibile sau nu?

• Dac  sistemul este compatibil, are un num r �nit de soluµii sau nu?

• Dac  num rul soluµiilor nu este �nit, care este dimensiunea geometric 
a mulµimii soluµiilor (num rul parametrilor liberi independenµi)?

Pentru a contura r spunsuri la aceste întreb ri, mai avem nevoie de un
concept de baz , cel introdus în secµiunea urm toare.

Mai înainte îns , s  vedem ce operaµii putem face cu variet µile algebrice?
Mai concret, este reuniunea, respectiv intersecµia a dou  variet µi algebrice tot
o varietate algebric ? R spunsul este dat în urm toarea propoziµie.

Propoziµie 1.1.12. Fie V ³i W variet µi a�ne în kn. Atunci V ∪W ³i V ∩W
sunt variet µi a�ne.

Demonstraµie. Demonstraµia acestor propriet µi este una constructiv . Putem
da explicit sistemul de ecuaµii polinomiale, ale c ror soluµii sunt reuniunea,
respectiv intersecµia celor dou  variet µi. Fie V = V (f1, f2, . . . , fk) ³i W =
V (g1, g2, . . . , gl). Atunci:

V ∪W = V (figj ; i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l)

V ∩W = V (f1, f2, . . . , fk, g1, g2, . . . , gl).
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Este clar c  V,W ⊆ V (figj), deci V ∪ W ⊆ V (figj). Invers, �e
(a1, a2, . . . , an) ∈ V (figj) pentru orice i, j. Dac  acest punct este în V , atunci
V (figj) ⊆ V ∪ W. Dac  îns  acest punct nu se a�  în V , atunci pentru m -
car un indice i0 avem fi0(a1, a2, . . . , an) ̸= 0. Îns  fi0gj(a1, a2, . . . , an) = 0
pentru orice j, deci gj(a1, a2, . . . , an) = 0 pentru orice j, ceea ce arat  c 
(a1, a2, . . . , an) ∈ W. Prin urmare V (figj ; i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l) ⊆ V ∪W.

Cealalt  egalitate este imediat .

1.1.3 Ideale

Vom introduce în aceast  secµiune, corespondentul algebric al conceptului ge-
ometric de varietate a�n . Acesta este conceptul de ideal.

S  începem cu de�niµia conceptului abstract de inel.

De�niµie 1.1.13. O mulµime A înzestrat  cu o operaµie de adunare notat  ′+′,
³i o operaµie de înmulµire compatibil  cu aceasta (distributiv  faµ  de aceasta)
notat  ′·′, pentru care (A,+) este grup comutativ, ³i (A, ·) este semigrup, se
nume³te inel .

Inelul este comutativ dac  înmulµirea este comutativ , ³i este unitar , dac 
înmulµirea are element unitate.

În cele ce urmeaz  prin inel vom înµelege un inel comutativ ³i unitar, f r 
a mai preciza explicit aceste propriet µi.

Observaµia fundamental  pentru contextul nostru este formulat  în urm -
toarea propoziµie:

Propoziµie 1.1.14. Fie k un corp comutativ. Atunci k[x1, x2, . . . , xn] este un
inel comutativ.

Demonstraµie. Veri�carea propriet µilor care de�nesc structura de inel este
imediat  ³i este l sat  pe seama cititorului.

S  remarc m faptul c  singura diferenµ  în de�niµia unui inel faµ  de
de�niµia unui corp este c  aici nu mai pretindem existenµa unui invers pentru
�ecare element nenul. Altfel spus, un corp este un inel în care �ecare element
nenul este inversabil. Rezult  de aici c  problemele legate de divizibilate î³i
g sesc ca mediu general ³i abstract de studiu, structura de inel.

O prim  clasi�care a elementelor unui inel este dat  prin intermediul con-
ceptelor urm toare:

De�niµie 1.1.15. Fie A un inel comutativ ³i unitar. Un element f ∈ A, f ̸= 0
se nume³te divizor al lui 0 dac  exist  g ∈ A, g ̸= 0 astfel încât f · g = 0.
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Un element f ∈ A, f ̸= 0 se nume³te inversabil sau unitate dac  exist 
g ∈ A, g ̸= 0 astfel încât f · g = 1.

Un element nenul, care nu este divizor al lui zero se nume³te regulat . Un
inel în care nu exist  divizori ai lui zero se nume³te domeniu de integritate.

Evident, elementele inversabile sunt ³i regulate. De asemenea este u³or
de v zut c  într-un inel �nit orice element regulat f , este inversabil. Pentru
aceasta este su�cient s  consider m aplicaµia φ : A → A dat  de φ(g) = fg.
Din fg = fh rezult  f(g − h) = 0 deci g − h = 0, sau g = h. A³adar φ
este injectiv , deci ³i surjectiv , de unde rezult  c  exist  b ∈ A astfel ca
f(b) = ab = 1, ceea ce înseamn  c  a este inversabi.

De�nim acum conceptul de ideal.

De�niµie 1.1.16. O submulµime nevid  I ⊆ A al inelului A se nume³te ideal
dac  are propriet µile

(1) Dac  f, g ∈ I atunci f − g ∈ I.

(2) Dac  f ∈ I µi h ∈ A, atunci hf ∈ I.

O prim  observaµie imediat  este faptul c  în de�niµie în locul condiµiei
f − g ∈ I, se poate lua echivalent condiµia f + g ∈ I. De asemenea, se vede c 
elementul 0 face parte din orice ideal.

O dat  cu de�nirea unui concept se pune automat problema caracteriz rii
obiectelor pe care aceast concept le descrie. Altfel spus, este natural s  d m
exemple caracteristice de ideale. S  menµion m totu³i, c  aceast  abordare,
de³i tipic  pentru orice prezentare, ascunde ideile care au dus la cristalizarea
treptat  a conceptului respectiv, ³i nici m car nu se refer  în mod necesar la
contextul original care a generat aceast  cristalizare. În cazul de faµ  pentru
conceptul de ideal rolul determinant a avut efortul de a demonstra marea
teorem  a lui Fermat, îns  detaliile acestei istorii ne-ar duce prea departe de
ideile pe care le urm rim aici.

Revenind la exemple carecteristice de ideale, d m urm toarea propoziµie.

Propoziµie 1.1.17. Fie A un inel ³i f1, f2, . . . , fm ∈ A. Atunci mulµimea

< f1, f2, . . . , fm >= {g1f1 + g2f2 + · · ·+ gmfm| gi ∈ A, i = 1, . . . ,m}

este ideal în inelul A.

Acest ideal se nume³te idealul generat de elementele f1, f2, . . . , fm. De aseme-
nea dac  I =< f1, f2, . . . , fm >, atunci spunem c  elementele f1, f2, . . . , fm
formeaz  o baz  pentru I. În acest caz idealul I se nume³te �nit generat .

Evident un ideal �nit generat are mai multe baze. Dintre bazele unui ideal
a³a numitele baze Gröbner au propriet µi speciale, despre care va � vorba în
secµiunile care urmeaz .
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De�niµie 1.1.18. Un ideal de forma I =< f > se nume³te ideal principal .
Un inel în care orice ideal este principal se nume³te inel principal .

Exemple de inele principale sunt date în urm toarea propoziµie:

Propoziµie 1.1.19. Inelul Z al întregilor ³i inelul polinoamelor de o nedeter-
minat  cu coe�cienµi într-un corp sunt inele principale.

Demonstraµie. Fie I un ideal în Z. Dac  I = {0}, atunci I = 0 · Z =< 0 >
³i suntem gata. Dac  I ̸= {0}, atunci I conµine atât numere pozitive cât ³i
negative, deoarece odat  cu un num r din I ³i opusul acestuia (multiplul cu
−1) este în I. Fie n cel mai mic num r întreg strict pozitiv din I. Atunci este
clar c  n · Z ⊆ I. Invers, �e x ∈ I arbitrar. Pe baza teoremei fundamentale a
aritmeticii, exist  un cât q ³i un rest r unic astfel ca

x = n · q + r, 0 ≤ r < n.

Din egalitatea r = x− n · q se cite³te c  r ∈ I, ceea ce nu e posibil � conform
alegerii lui n � decât dac  r = 0. Astfel x ∈ n ·Z, deci I ⊆ n ·Z. Rezult  deci
c  I = n · Z.

Pentru inelul polinoamelor cu coe�cienµi într-un corp demonstraµia este
identic  în esenµ . Diferenµa const  în faptul c  se compar  gradele poli-
noamelor, ³i se folose³te teorema împ rµirii întregi a polinoamelor, care asigur 
� ca ³i în cazul numerelor întregi � existenµa ³i unicitatea câtului ³i restului
împ rµirii.

Aceast  propoziµie este important  mai ales prin consecinµa ei dat  în
propoziµia 1.1.23 de la pagina 27. Pentru preg tirea enunµului acesteia tre-
buie s  de�nim conceptul abstract de cel mai mare divizor comun.

De�niµie 1.1.20. Fie A un domeniu de integritate, ³i a, b ∈ A. Spunem c 
elementul a îl divide pe b, sau c  a este un divizor al lui b, (notat a|b), dac 
exist  un element c ∈ A astfel ca a · c = b.

Spunem c  elementele a ³i b sunt asociate în divizibilitate dac  se divid
reciproc, adic  a|b ³i b|a.

Relaµia de divizibilitate este evident re�exiv  ³i tranzitiv . De asemenea, se
vede imediat, c  elementele a ³i b sunt asociate dac  ³i numai dac  a = bu,
unde u este un element inversabil. Într-adev r, dac  u este inversabil atunci
exist  v astfel ca uv = 1, deci av = b, prin urmare a ³i b se divid reciproc.
Invers, dac  a ³i b se divid reciproc, adic  a = bu ³i av = b, atunci a = avu,
deci a − avu = 0, adic  a(1 − vu) = 0, de unde rezult  c  1 − vu = 0, sau
uv = 1, deci u este inversabil.
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De�niµie 1.1.21. Fie A un domeniu de integritate, ³i a, b ∈ A. Un element
d ∈ A se nume³te cel mai mare divizor comun al elementelor a ³i b, ³i se noteaz 
d = (a, b), dac 

(i) d|a ³i d|b, adic  d este divizor comun, ³i

(ii) dac  d′|a ³i d′|b, atunci d′|d, adic  d este cel mai mare divizor, în sensul
relaµiei de divizibilitate.

S  observ m, c  cel mai mare divizor comun a dou  elemente nu este unic.
Mai precis, dac  d1 ³i d2 este �ecare cel mai mare divizor comun al elementelor
a ³i b, atunci d1 ³i d2 sunt elemente asociate, deoarece din de�niµia celui mai
mare divizor comun 1.1.21(ii) rezult  imediat, c  d1 ³i d2 se divid reciproc.
Expresia d = (a, b) conµine a³adar un u³or abuz de notaµie.

În inele principale cel mai mare divizor comun a dou  elemente are o carac-
terizare aparte, exprimat  cu ajutorul idealelor. Vom da aceast  caracterizare
în inelul întregilor.

S  facem mai întâi o observaµie.

Observaµie 1.1.22. Într-un domeniu de integritate

< d >=< d′ >,

dac  ³i numai dac  elementele d ³i d′ sunt asociate.

Demonstraµie. Într-adev r, din < d >=< d′ >, sau d · A = d′ · A rezult  c 
d = d · 1 ∈ d′ ·A ³i d′ = d′ · 1 ∈ d ·A, adic  d = d′u ³i d′ = dv, deci elementele
d ³i d′ se divid reciproc. Invers, dac  d|d′, sau du = d′ atunci d′ · A ⊆ d · A,
deci < d′ >⊆< d >. Similar, dac  d′|d atunci < d >⊆< d′ >. A³adar dac  d
³i d′ sunt asociate, atunci < d >=< d′ >.

Iat  ³i caracterizarea celui mai mare divizor comun în domenii de integritate
(aici Z).

Propoziµie 1.1.23. Fie a, b, d ∈ Z trei numere întregi. Num rul d este cel
mai mare divizor comun al numerelor a ³i b, d = (a, b), dac  ³i numai dac 

d · Z = a · Z+ b · Z.

În alt  exprimare, dac  d = (a, b), atunci exist  dou  numere întregi x, y ∈ Z
astfel ca d = ax+ by, ³i invers, dac  d = ax+ by, ³i d este un divizor comun
al lui a ³i b, atunci el este un cel mai mare divizor, d = (a, b).

În particular, numerele a ³i b sunt relativ prime exact atunci când 1 are o
reprezentare de forma 1 = ax+ by, unde x, y sunt numere întregi potrivite.


