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Capitolul 1

Teoreme de geometrie
demonstrate pe calculator

EOMETRIA este una din cele mai vechi ramuri ale matematicii.
Simbioza ei cu aritmetica dateaza inca din antichitate. Lega-
turile stranse si fecunde cu algebra sunt mai noi, gi au la origine
coordonatizarea descoperitda de Descartes.

In acest capitol va fi vorba de legaturi descoperite mai recent, denumite astazi
geometrie algebricd. Vom face o introducere in geometria algebricd com-
putationald, care se bazeazi esential pe teoria bazelor Grobner . Contextul
general va fi in acelagi timp algebric gi geometric. Din punct de vedere al-
gebric, obiectele de studiu vor fi idealele inelelor de polinoame cu mai multe
variabile, iar din punct de vedere geometric, varietatile afine sau proiective.

1.1 Concepte de baza

A
I N ACEASTA SECTIUNE reamintim citeva concepte de baza ale algebrei poli-

noamelor cu mai multe variabile, precum gi a notiunilor geometrice aferente
acestora, a varietatilor algebrice.

1.1.1 Polinoame cu mai multe variabile

Polinoamele sunt expresii algebrice construite din variabile gi numere (coefi-
cienti) cu ajutorul operatiilor de adunare, scadere si inmultire.

Prin urmare aceste trei operatii se pot efectua neingradit gi intre polinoame.
Pentru a putea incerca impartirea (cu rest) a polinoamelor este convenabil ca
intre coeficientii acestora sd dispunem si de impartire neingradita, in termeni
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18 CAPITOLUL 1. TEOREME DE GEOMETRIE PE CALCULATOR

tehnici multimea coeficientilor este bine sd formeze un corp de numere. Cor-
purile de numere cele mai familiare sunt:

e corpul numerelor rationale Q

e corpul numerelor reale R

e corpul numerelor complexe C

e corpri de numere algebrice, ex. Q(v/2)

e corpuri finite, ex. Zo, Zs3, Zs.

Aceste corpuri de numere le vom avea in vedere gi in realizarea computatio-
nald a polinoamelor. Ocazional, vor mai apare si corpuri de fractii rationale,
dar ele vor avea o prezentare satisficdtoare in locul respectiv.

In cele ce urmeazi cititorul este invitat sa gandeascd in primul rand corpul
numerelor complexe drept corp al coeficientilor.

Definitie 1.1.1. Un monom in variabilele z1,zs,..., T, este un produs de
forma
o a1 a9 (0%
x — xl . xz ..... xnn’

unde exponentii sunt intregi nenegativi. Suma acestora |a| = a1 +ag+---+ay,
se numeste gradul total al monomului.

Dam acum o definitie formald pentru notiunea de polinom.

Definitie 1.1.2. Un polinom f in variabilele z1,xs,..., T, cu coeficienti in
corpul k£ este o combinatie liniard finitda de monoame, cu coeficienti din k,
adica

f = Zaaxaa aOl E ku
(03

unde o = (g, @9, ..., ay,). Multimea acestor polinoame se noteazi cu kfz] =
k?[$1,$2, PN ,l’n].

Urmatoarea definitie practic fixeaza o terminologie.
Definitie 1.1.3. Fie f =}  a,z® un polinom in k[z].

e Numairul a, € k se numeste coefictentul lui z©.

e Daci aq # 0, aqz® se numeste termen al polinomului.

e Gradul polinomului, notat deg(f) este max,{|«a|; a # 0}.
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Definitie 1.1.4. Se numeste spatiu afin n-dimensional peste corpul k

k" ={(a1,a2,...,an); a; €k,i=1,2,...,n}.

Cu ajutorul unui polinom de n variabile putem defini o functie pe spatiul afin
n-dimensional, folosind "formula" polinomului pentru calculul valorii functiei.

Mai exact polinomul f =" _ aqaz® din k[z1,2z2,...,z,] defineste o functie
fi k" =k,
prin asocierea lui (aj,as,...,a,) cu f(a,az,...,ay,), valoare a polinomului ce

se obtine prin inlocuirea lui 7 cu aj, a lui z2 cu as, etc.

Se pune imediat intrebarea, in ce masurd polinomul gi functia polinomiala
asociatd se determind reciproc? Intrucat diferentei polinoamelor corespunde
diferenta functiilor, i polinomul nul (cu toti coeficientii nuli) defineste evident
functia identic nulé, intrebarea de mai sus se reformuleaza astfel: exista oare
polinoame nenule, care si defineasca functia polinomiala identic nula?

Raspunsul la aceastd intrebare este negativ — cum ne asteptam de altfel —
doar in cazul corpurilor infinite. Daca un corp k este finit, si spre exemplu are
n elemente, ¢y, ¢, . . ., ¢y, atunci polinomul f(z) = (x—c1)-(x—c2)- - (x—cp)
are gradul n, deci este nenul in k[x], si evident definegte functia polinomiala
nuld pe k.

Are loc deci urmatoarea propozitie.

Propozitie 1.1.5. Fie k un corp infinit i f € k[z1,22,...,2,] un polinom.
Atunci f =0 in k[z1, 22, ..., 2] dacd si numai daca f: k™ — k, este functia
1dentic nula.

Demonstratie. Daca polinomul este nul, functia polinomiali este evident nuli.
Invers, rationamentul este o inductie dupd numarul variabilelor n. Pentrun =1
fie polinomul de grad m,

-1
f=cnz™ +cm12™ " 4+ -+ + op.

Corpul £ fiind infinit, putem considera m + 1 valori, ag,a,...,am, disticte
doua cate doud. Presupunind, cd functia polinomiald este nula, egalititile
f(ap) =0, f(a1) = 0,..., f(ay) = 0 formeazd un sistem de ecuatii omogen,
necunoscutele fiind cei m coeficienti ai polinomului. Determinantul acestui
sistem este

ag’ a6”_1 ... a1
al at o a1

i<j
m
apy  ap ceooam 1
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un determinant de tip Vandermonde, diferit de 0. Prin urmare singura solutie
a sistemului este cel nul, deci toti coeficientii polinomului, in concluzie si poli-
nomul, este 0.

Pasul inductiv este simplu, si este lasat pe seama cititorului. O

1.1.2 Varietati afine

Trecand la punctul de vedere geometric, trebuie si incepem cu o definitie
fundamentala.

Definitie 1.1.6. Fie f1, fo,..., fin polinoame in variabilele x1, 2, ..., z, cu
coeficienti in corpul k. Se numegte varietate afind definita de aceste polinoame,
multimea zerourilor comune ale lor, adicd multimea notatd V' (f1, fo,..., fm)
data prin

{(a1,a9,...,ay,): fila1,a2,...,a,) =0, pentruoricei=1,2,...,m}.

Pentru a accentua caracterul geometric al acestei notiuni s& considerdm
nigte exemple, pentru care putem face gi reprezentari grafice. Va trebui deci
sd consideram corpul £ = R al scalarilor reali.

Tata mai intai cateva exemple de varietati plane.

Exemplu 1.1.7.

dh N
NI y,

Figura 1.1: V(zy - (22 +y2—25)) si V(xy(x3 — 20z — 15 — y2))

Tata gi programul Singular cu care am obtinut reprezentarea grafica din figura
alaturata 1.1.2. In exemplele care urmeaza se schimba doar randul in care se
definegte idealul I generat de polinomul corespunzitor exemplului.

LIB "surf.lib";

ring R=0, (x,y) ,dp;
ideal I=xy*(x2+y2-25);
plot(I);
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In exemplul de mai sus, factorul zy are un dublu rol. El reprezintd pe de
o parte componente ale varietitii algebrice, dar are si rolul unui "truc", prin
care am inclus axele de coordonate in varietatea algebrica reprezentata.

Iatd acum cateva exemple de varietdti in spatiu. Acestea pot fi puncte,
curbe, sau suprafete, respectiv reuniuni ale acestora. In general zerourile unui
polinom cu trei variabile reale este o suprafatd. Programul surf apelat din
Singular este capabil sd reprezinte graficul acestor suprafete chiar din ecuatia
lor implicita.

Exemplu 1.1.8.

Figura 1.2: V(22 —y2+22) si V(x2y — 22), "Withney umbrella."

Exemplele care urmeaza prezinta singularititi izolate ale unor suprafete.

Exemplu 1.1.9.

Figura 1.3: V(23 — z22 4+ y2) i V(24 — z22 + y2)
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In final cateva suprafete de interes special. Mai intai o suprafati cuartica
(ecuatie de grad 4), avand numérul maxim de singularitati.

Apoi o serie de suprafete de interes pentru clasificarea singularititiilor
suprafetelor complexe (aici varianta lor in spatiul real). Prima este o sin-
gularitate de tip As. Ecuatia implicitd a unei singularititi de tipul Aj este
Ap = V(b —y2 — 22) k >= 1. Aici k = 3.

Exemplu 1.1.10. O quarticd
C=V(d+yd+24+1—22—y2— 22 —y222 — 2222 — 12y2),
respectiv singularitatea de tipul
Ap = V(aFtl —y2 — 22) k >= 1.

X N

Figura 1.4: O quarticd si Az = V(2® —y2 — 22).

Exemplu 1.1.11. Iata gi celelalte singularititi de tip ADE.
Dk = V( (%72 + y2) + 22).

V(zd+ y3 + 22).

V(y(x3 +y2) + 22).

V(zb+ y3 + 22).

1A

Figura 1.5: D5 = V(z(z3 +y2) +22) si Eg= V(x4 +y3 + 22).

Eg—
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Figura 1.6: By = V(y(x3 +y2) +22) si Eg =V (z5+y3 + 22).

Revenind la aspecte teoretice, si ne aducem aminte de intrebirile pe care
le punem in legdtura cu problema rezolvarii unui sistem de ecuatii liniare:
Are sistemul solutii sau nu (sunt ecuatiile sistemului compatibile)? Daca are,
atunci are o singurd solutie, sau mai multe (sistemul este determinat, sau
nedeterminat)?

Pentru un sistem de ecuatii polinomiale neliniar, — deci in legatura cu o
varietate algebricd, — intrebarile se formuleaza similar:

e Sunt ecuatiile compatibile sau nu?
e Daca sistemul este compatibil, are un numar finit de solutii sau nu?

e Dacd numarul solutiilor nu este finit, care este dimensiunea geometrica
a multimii solutiilor (numarul parametrilor liberi independenti)?

Pentru a contura rdspunsuri la aceste intrebari, mai avem nevoie de un
concept de baza, cel introdus in sectiunea urmaétoare.

Mai inainte insa, sa vedem ce operatii putem face cu varietitile algebrice?
Mai concret, este reuniunea, respectiv intersectia a doua varietati algebrice tot
o varietate algebricd? Raspunsul este dat in urmatoarea propozitie.

Propozitie 1.1.12. Fie V' si W wvarietati afine in k™. Atunci VUW si VW
sunt varietdati afine.

Demonstrafie. Demonstratia acestor proprietati este una constructiva. Putem
da explicit sistemul de ecuatii polinomiale, ale caror solutii sunt reuniunea,
respectiv intersectia celor doud varietati. Fie V.= V(f1, fo,..., fx) si W =
V(91,92 ---,91). Atunci:

VﬁW - V(flufZ?"'afk:an)Q?a'"791)‘



24 CAPITOLUL 1. TEOREME DE GEOMETRIE PE CALCULATOR

Este clar ca V,W C V(fig;), deci V.U W C V(fig;). Invers, fie
(a1,a2,...,a,) € V(figj) pentru orice 7, j. Daca acest punct este in V', atunci
V(figj) € V U W. Daca insa acest punct nu se afla in V, atunci pentru ma-
car un indice ig avem f;, (a1, az,...,a,) # 0. Insa figjlar,az,...,a,) = 0
pentru orice j, deci gj(ai,az,...,a,) = 0 pentru orice j, ceea ce aratd ca
(a1,a2,...,a,) € W. Prin urmare V(figj;i=1,...,k,j7=1,...,1) CVUW.

Cealalta egalitate este imediata.

O]

1.1.3 Ideale

Vom introduce in aceastd sectiune, corespondentul algebric al conceptului ge-
ometric de varietate afind. Acesta este conceptul de ideal.
Sa incepem cu definitia conceptului abstract de inel.

Definitie 1.1.13. O multime A inzestrati cu o operatie de adunare notata '+’,
si o operatie de inmultire compatibila cu aceasta (distributiva fata de aceasta)
notatd '/, pentru care (A,+) este grup comutativ, si (A,-) este semigrup, se
numeste inel.

Inelul este comutativ daca inmultirea este comutativa, si este unitar, daca
inmultirea are element unitate.

In cele ce urmeaza prin inel vom intelege un inel comutativ si unitar, fars
a mai preciza explicit aceste proprietati.

Observatia fundamentala pentru contextul nostru este formulata in urma-
toarea propozitie:

Propozitie 1.1.14. Fie k un corp comutativ. Atunci k[z1, 22, ..., x,] este un
el comutativ.

Demonstratie. Verificarea proprietatilor care definesc structura de inel este
imediata gi este ldsata pe seama cititorului. O

S& remarcam faptul ca singura diferentd in definitia unui inel fata de
definitia unui corp este ci aici nu mai pretindem existenta unui invers pentru
fiecare element nenul. Altfel spus, un corp este un inel in care fiecare element
nenul este inversabil. Rezultd de aici c& problemele legate de divizibilate isi
gasesc ca mediu general si abstract de studiu, structura de inel.

O prim3 clasificare a elementelor unui inel este datd prin intermediul con-
ceptelor urmatoare:

Definitie 1.1.15. Fie A un inel comutativ si unitar. Un element f € A, f # 0
se numeste divizor al lui 0 dacid exista g € A, g # 0 astfel incat f-g=0.
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Un element f € A, f # 0 se numegte inversabil sau unitate dacid existd
g€ A, g+#0 astfel incat f-g=1.

Un element nenul, care nu este divizor al lui zero se numeste regulat. Un
inel in care nu exista divizori ai lui zero se numesgte domeniu de integritate.

Evident, elementele inversabile sunt gi regulate. De asemenea este ugor
de vdzut c& intr-un inel finit orice element regulat f, este inversabil. Pentru
aceasta este suficient sa consideram aplicatia ¢ : A — A data de ¢(g) = fg.
Din fg = fh rezultda f(g — h) = 0 deci g — h = 0, sau g = h. Asadar ¢
este injectiva, deci gi surjectiva, de unde rezultd ca existd b € A astfel ca
f(b) = ab =1, ceea ce inseamni ci a este inversabi.

Definim acum conceptul de ideal.

Definitie 1.1.16. O submultime nevida I C A al inelului A se numeste ideal
daca are proprietatile

(1) Daca f,g € I atunci f —g € I.
(2) Daca feltihe A, atunci hf € I.

O primi observatie imediata este faptul ca in definitie in locul conditiei
f —g € I, se poate lua echivalent conditia f 4 g € I. De asemenea, se vede ca
elementul 0 face parte din orice ideal.

O data cu definirea unui concept se pune automat problema caracterizarii
obiectelor pe care aceast concept le descrie. Altfel spus, este natural sa dam
exemple caracteristice de ideale. S& mentiondm totusi, cd aceasta abordare,
desi tipica pentru orice prezentare, ascunde ideile care au dus la cristalizarea
treptatd a conceptului respectiv, si nici mécar nu se refera in mod necesar la
contextul original care a generat aceastd cristalizare. In cazul de fatd pentru
conceptul de ideal rolul determinant a avut efortul de a demonstra marea
teorema a lui Fermat, insa detaliile acestei istorii ne-ar duce prea departe de
ideile pe care le urmarim aici.

Revenind la exemple carecteristice de ideale, ddm urmatoarea propozitie.

Propozitie 1.1.17. Fie A un inel si f1, fo,..., fm € A. Atunci mulfimea

< f17f27-~-7fm >= {glfl+92f2++gmfm‘g’b €A7Z: 17"'7m}
este ideal in inelul A.

Acest ideal se numegte idealul generat de elementele f1, fs, ..., fm. De aseme-
nea dacid I =< f1, fo,..., f,n >, atunci spunem ca elementele fi, fa,..., fim
formeaza o bazd pentru I. In acest caz idealul I se numeste finit generat.

Evident un ideal finit generat are mai multe baze. Dintre bazele unui ideal
aga numitele baze Grébner au proprietati speciale, despre care va fi vorba in
sectiunile care urmeaza.
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Definitie 1.1.18. Un ideal de forma I =< f > se numeste ideal principal.
Un inel in care orice ideal este principal se numeste inel principal.

Exemple de inele principale sunt date in urmatoarea propozitie:

Propozitie 1.1.19. Inelul Z al intregilor si inelul polinoamelor de o nedeter-
minatd cu coeficienti intr-un corp sunt inele principale.

Demonstratie. Fie I un ideal in Z. Daca I = {0}, atunci [ = 0-Z =< 0 >
gi suntem gata. Daca I # {0}, atunci I contine atat numere pozitive cat si
negative, deoarece odatd cu un numar din I si opusul acestuia (multiplul cu
—1) este in I. Fie n cel mai mic numar intreg strict pozitiv din . Atunci este
clar ci n-Z C I. Invers, fie x € I arbitrar. Pe baza teoremei fundamentale a
aritmeticii, existd un cit ¢ si un rest r unic astfel ca

r=n-q+r, 0<r<n.

Din egalitatea r = x — n - q se citegte cd r € I, ceea ce nu e posibil — conform
alegerii lui n — decat daca r = 0. Astfel z € n-Z, deci I C n-Z. Rezulta deci
cal=n-2Z.

Pentru inelul polinoamelor cu coeficienti intr-un corp demonstratia este
identicd in esentd. Diferenta constd in faptul cd se compard gradele poli-
noamelor, gi se folosegte teorema impartirii intregi a polinoamelor, care asigura
— ca gi in cazul numerelor intregi — existenta i unicitatea catului gi restului
impartirii. O

Aceastd propozitie este importanti mai ales prin consecinta ei datd in
propozitia 1.1.23 de la pagina 27. Pentru pregitirea enuntului acesteia tre-
buie sa definim conceptul abstract de cel mai mare divizor comun.

Definitie 1.1.20. Fie A un domeniu de integritate, si a,b € A. Spunem ci
elementul a il divide pe b, sau ci a este un divizor al lui b, (notat a|b), daca
existd un element ¢ € A astfel ca a-c=b.

Spunem c& elementele a si b sunt asociate in divizibilitate daca se divid
reciproc, adica alb si bla.

Relatia de divizibilitate este evident reflexiva si tranzitivd. De asemenea, se
vede imediat, cd elementele a si b sunt asociate dacd si numai dacd a = bu,
unde u este un element inversabil. Intr-adevir, daci u este inversabil atunci
exista v astfel ca uwv = 1, deci av = b, prin urmare a si b se divid reciproc.
Invers, dacd a si b se divid reciproc, adicd a = bu si av = b, atunci a = avu,
deci a — avu = 0, adica a(1 — vu) = 0, de unde rezulta ca 1 — vu = 0, sau
uv = 1, deci u este inversabil.
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Definitie 1.1.21. Fie A un domeniu de integritate, gi a,b € A. Un element

d € A se numeste cel mai mare divizor comun al elementelor a si b, si se noteazd
d = (a,b), daca

(i) dla si d|b, adica d este divizor comun, si

(i) dacd d'|a si d'|b, atunci d'|d, adica d este cel mai mare divizor, in sensul
relatiei de divizibilitate.

Sa observam, ca cel mai mare divizor comun a doud elemente nu este unic.
Mai precis, daci d; si da este fiecare cel mai mare divizor comun al elementelor
a si b, atunci dy si do sunt elemente asociate, deoarece din definitia celui mai
mare divizor comun 1.1.21(ii) rezultd imediat, ci dj si do se divid reciproc.
Expresia d = (a, b) contine agadar un ugor abuz de notatie.

In inele principale cel mai mare divizor comun a doui elemente are o carac-
terizare aparte, exprimata cu ajutorul idealelor. Vom da aceasta caracterizare
in inelul intregilor.

Sa facem mai intai o observatie.

Observatie 1.1.22. Intr-un domeniu de integritate
<d>=<d >,
daca si numai dacd elementele d si d’ sunt asociate.

Demonstratie. Intr-adevir, din < d >=< d’ >, sau d- A = d’ - A rezulta ci
d=d-1ed -Asid =d -1e€d-A, adici d = d'u si d = dv, deci elementele
d si d' se divid reciproc. Invers, daca d|d’, sau du = d’ atunci d’' - A C d - A,
deci < d' >C< d >. Similar, daca d’|d atunci < d >C< d’' >. Agadar daci d
si d’ sunt asociate, atunci < d >=< d’ >. O

Tata si caracterizarea celui mai mare divizor comun in domenii de integritate
(aici Z).

Propozitie 1.1.23. Fie a,b,d € Z trei numere intregi. Numarul d este cel
mai mare divizor comun al numerelor a g1 b, d = (a,b), daca si numai daca

d-Z=a-Z+5b-7Z.

In alta exprimare, daca d = (a,b), atunci existd doud numere intregi x,y € Z
astfel ca d = ax + by, si invers, dacd d = ax + by, st d este un divizor comun
al lui a g1 b, atunci el este un cel mai mare divizor, d = (a,b).

In particular, numerele a si b sunt relativ prime ezact atunci cand 1 are o
reprezentare de forma 1 = ax + by, unde x,y sunt numere intregi potrivite.



